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[ L'usage de la calgilatrice et tout autre dispositif électronique est interdit.

Donnez vos réponses_a{ux questions dans léé.;_‘e"s:'paces prévus sur les feuilles de réponses. Si yous avez besoin de plus d’espace
pour une réponse, vous pouvez utiliser I'espace sufipléimentaire disponible 2 la fin des feuilles de réponses en précisant le
numéro de la question et en indiquant dans I'espace réponse que la réponse se poursuit sur 'espace supplémentaire.

Notations et définitions

Dans tout le probleéme, n est un entier naturel supérieur ou égél a2.

On désigne par M,,(R) (resp. M, 1(RR)) I'espace des matrices cafrées d’ordre n (resp. 1'espace des matrices
a n lignes et & une seule colonne) a coefficients réels. On note ‘A la ¢ragsposée d’une matrice A, Sy(R) le
sous-espace vectoriel des matrices symétriques (vérifiant ‘M = M)“de M, (R), GLy(R) le groupe des
matrices inversibles de M, (R), O,(R) 1’ensemble des matrices orthogéhales de M,(R) et I, la matrice

unité d’ordre n.

Si Ay,...,A, sont des matrices carrées, on note diag(Ay, ..., Ap) la matrice diagonale par blocs dont les

blocs diagonaux sont ordonnés de Aj jusqu’a Ap.

Pour A € M,(R),det(A), xa, Sp(A) et EA(A) désignent respectivement le déterminant de A, le polyndme

caractéristique de A, le spectre réel de A et le sous-espace propre de A associé a une valeur propre A € -

Sp(A).

L’espace vectoriel M, 1 (R) est muni de son produit scalaire usuel défini par
(X,Y) ='XY, pour tous vecteurs X et Y de M, ;(R),
et de la norme euclidienne associée || - ||.

Lorsque E est un R-espace vectoriel, Idg est 'endomorphisme identité de E.
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Partie I.

Soit A € M, (R).

Q1> Onpose C(A) = {M € Mu(R), AM'= MA}. Vérifier que C(A) est un sous-espace vectoriel de
M, (R) et que si (M1, Mz) € (C(A))* alors MiM; € C(A).

Q21> Onsupposeque A = U diag(A1, ..., An) U lou U € GLy(R) et (Ay,...,An) € R™.
Vérifier que pour tout P € R[X], P(A) = U diag (P(M1), - LP(A))ut

Dans les deux questions suivantes, on se propose de démontrer le théoréme d’interpolation de Lagrange.

Soient m > 1etay, as,...,an des réels deux a deux distincts.

Q.3 > Montrer que application ¢ : Ry-1[X] = R™, P+ (P(a1),...,P(am)) est un isomorphisme de

R-espaces vectoriels.

Q.4 > Soient I un intervalle de R contenant 4y, ...,an, et f une fonction définie sur I a valeurs réelles.
Déduire qu'il existe un ufiiqlie polyndme P € Ry,—1[X] vérifiant P(a;) = f (a;) pour tout1 < i < m.

Le polynome P est appel¢’l¢'polynome de R,,_1[X] interpolateur de f aux points ay, ..., am.
Dans toute la suite, on note go : [0, +&[ /R, x> Vx,
D = {M € M,(R) diagonalisable dans M, (R) et telle que Sp(M) C [0, +co[},
S = {M € Su(R) telle que Sp(M) £N0, +-oco[}.
Q5> B Soit Py le polynome de Ry [X] interpolateurge'gy aux points 1 et 4. Vérifier que Py = %—X + —32—
» Justifier que S;7 C Dj .

Q.6 > Soit M € S, (R). Montrer que M € S; si et seulement si pour tout X € M 1(R), (X, MX) > 0.

Partie II.

Définition : Soit A € D;f. Notons aj, .. ., & les éléments deux a deux distincts de Sp(A) et P le polynome

de Ry,-1[X] interpolateur de go aux points ay, . .., &.
On définit alors, la matrice racine carrée de A, notée VA, par VA =P (A).

I1.A)

5
Q.7 > Soit B = ( ) . Montrer que B € D2+ . Donner alors I'expression de V/B.

1
Q.8 > Soit C une matrice de My, (R) telle que C? = 5C — 4I,, C # 41, et C # I,. Montrer que C € D; et
ue VC = 1C e —2—1
1 T3 T3
On considere, dans la suite, une matrice A € D;f. On choisit U € GLq(R) et Ay,...,An € R tels que
A =U diag (Ay,..., Aq) U™

A>Oetque\/_ Udlag(\/__,. \/—'>

outl <i<mn,




Q.11 > Soit R € DF. Montrer que R? € D;f et que VR? = R.

Q.12 > Déduire que VA est I'unique matrice R € D, qui vérifie R? = A.

Q.13 > On suppose que A € S;. Montrer que v/A est'unique matrice R € S,/ Vérifia;lt R? = A.
Q14> Soit M € GL,(R). Montrer que ‘MM € S} N GLa(R) et que VIMM M™! € On(R).

Q15> Application: On considére un sous-groupe G du groupe GL,(RR) tel que Ox(R) C Getsoit M € G.
Montrer que VM M € G puis que 'M € G.

I1.B)
400 Ak
Pour A € M, (R), on rappelle que la matrice exponentielle de A est définie par et = k;) TR

Dans la suite, on fixe une matrice A € D; et on considere le systeme

X"(t) = AX(¢)
X(0) = Xo ©)
X'(0) =0

ot Xp € My 1(R).

Q.16 > On considere la fonction définie sur R par @y (t) = %(et VA pert ‘/Z)Xo. Montrer que Yj est deux fois

dérivable et qu’elle est une solution sur R du systemg (5).

Soit Y : R — M,;1(R) une fonction deux fois dérivablle etsolution du systeme (S). On pose pour tout

Y(t) — Yo(t 0 I .
teR, Z(t) = (£) = Yo ) qui appartient & My, 1(R) et B = (A O) qui appartient & M, (R).

N

Y'() - Yt

St

Q.17 > Montrer que pour t € R, Z'(t) = BZ('t) et Z(0) = 0. /
Q.18 > Déduire que Z est identiquement nulle sur R puis que Y = Yj.

Q.19 1> Soit L la fonction définie sur R par L(t) = ||Yo(t)||>. Montrer que L est deux fois dérivable sur R et
que pour t € R, L"(t) = 2( AYo(t), Yo(t) ) + 2| Yo (£)[1*.
Déduire que si A € S, alors L est convexe.

I1.O)
Soit A € S NGLy(R) et Vo € M,,1(R). On considére 'application f : M, 1(R) — R définie, pour tout

X € My1(R), par
f(X) = %(X,Ax> — Vo, X).

Q.20 > Soit X € M, 1(R). Montrer que pour tout H € M, 1(R),
1
f(X+H) - f(X)=(H,AX - W) + E(H,AH>.

Déduire que f est différentiable sur M, 1 (R) et que sa différentielle en un point X est donnée par




Q.21 > Montrer que f admet un minimum sur M, (R) atteint en un point unique qu’on déterminera.

Dans la suite, on pose § = VA et on considere un sous-espace vectoriel F de M1 (R).

1 1
Q.22 > Justifier que S € GLn(R) et vérifier que f(X) = EHSX_ S~ Wo|l? - —2-H5"1V0||2, pour tout -

X = Mn’l (R).

Q.23 > Onpose Fs = {SX, X € F}. Montrer qu'il existe un unique élément Yy € Fs tel que

Yy — S~ 1p|I2 = min ||Y — ST V|2
1Yo oll o I oll

Q.24 > Déduire que la restriction de I’application f sur F admet un minimum atteint uniquement au point
Xi =38 w1Y0.

Partie I1I. (indépendante desgobssparties ILB et ILC)

Soit M € M,(R). On appelle couplé’de dégamposition de Dunford de M, tout couple (D, N) de matrices
de M,(R) vérifiant M = D + N, D est diégenalisable dans M, (R), N est nilpotente et DN = ND.

I11.A)
Dans cette partie, on considére une matrice A €M, (R), On suppose que A admet un couple (D,N) de
décomposition de Dunford et on note &y, .. ., &, les valeursipropres deux a deux distinctes de D.

Q25> Soit A € R\ Sp(D). Montrer que det ( I, — (AL, — D)~ "N )&= 1 puis que x,(A) = x, (7).
P q puis que x,

Q.26 > Montrer alors que x, = ), et déduire que A est trigonalisable @lahs M, (R).

n
Q27> Soit1 < i < m. Vérifier que (A — a;I,)" = Y CEN" (D — w;I)".
k=1
En déduire que Ey, (D) C Ker ((A —a; I)").

m
Q.28 > Montrer que ) Ker ((A—a;I,)") est une somme directe puis que, pour tout 1 <i<m,
i=1

E, (D) =Ker ((A—wa; I,)").
On suppose que (D1, Np) est un autre couple de décomposition de Dunford de A.

Q.29 > Montrer que Sp(D1) = {a1,...,am} et que, pour tout1 <i <m, E,,(D1) = E(D).

Q.30 > Montrer alors que pour tout X € M, 1(R), D;X = DX. Déduire que D; = D et Ny = N.

On conclut qu’une matrice A € M,(RR) admet au plus un couple de décomposition de Dunford.

I11.B)
On note 7;* = {M € M,(R) trigonalisable dans M, (R) telle que Sp(M) C]0, +o0[}.
On considére, dans cette partie, une matrice A € T,7*. Onnote &y, . .., & les éléments deux a deux distincts

de Sp(A) et u I'endomorphisme de IR" canoniquement associé a A.



Pour tout 1 < i < m, on pose F; = Ker ((u — a; [drr)"), d; = dim F; et on note par u; 'endomorphisme de
F; induit par u.
Q.32 > Justifier que, pour tout 1 < i < m, I"endomorphisme u; - «; Idy, est nilpotent.
Déduire qu'il existe U € GLy(R) telle que A = U diag (a1ly, + N1, &mla, + Ny,) U™! ot pour
tout 1 < i < m, N; est une matrice nilpotente de My, (R).
Q.33 > Montrer que A admet un unique couple de décomposition de Dunford (D, N) en donnant son expression
en fonction de U. Justifier que D € D;.
Pour tout k € IN, on note P le polyndome de R,,—1[X] vérifiant pour tout1 < i < m, P(a;) = g(()k) (a;), ol
Qo est la fonction définie dans la partie L., g(()o) = go et, pour tout k € IN*, g(()k) désigne la dérivée k-eme (sur
]O, +00D de L0
On note

n—1

P(D) N¥ = Po(D) + (f %Pk(D) N""1> N.
k=1""

7| —

g0(A) =

>r-
il

0

ot (D, N) est le couple de décompositibn de Dunford de A.
Q.34 > Montrer que Py(D) = VD et déduiré que si A est diagonalisable dans M, (R), alors go(A) = VA.

Désormais, I'expression go(A) sera notée VA et appelée racine carrée de A.

Q.35 > Montrer que pour tousk > 2etx > 0,on a

1) SN
= : & x) =0,
M|
Q.36 > Déduire que, pour toutk >2, Y ———— Pj(D) P_;(D) %0t vérifier que 2 Py(D) P (D) = In.
=Mk =)

Q.37 > Montrer que, pour tout (k, ]) € N?, P,(D) N/ = N/ P¢(D) puis établir que ( \/1—4_)2 == A
n-1

Q.38 > Montrer que <\/—15, 3 7<1—' P (D) Nk> est un couple de décomposition de Dunford de V/A.
k=1"

Q.39 > Déduire que VA e T

Exemples :

Q.40 > Soit M € M, (RR) une matrice nilpotente et A > 0. Justifier que Al, + M € 7,"* et montrer que

n-1
A+ M = L0y Mt
k! gO
k=0 """

Q411> Soit A = . Vérifier que A € T;* et donner la matrice VA.

S O =
S =
e
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Notations et définitions ;

Dans tout le probleme, 7 est un entiernaturel supérieur ou égal a 2.

On désigne par M, (R) (resp.

a n lignes et a une seule colo

M1 (R)) l€spage des matrices carrées d’ordre n (resp. 'espace des matrices
nne) a coefficiértis réels. On note ‘A la transposée d'une matrice 4, S;(R)

le sous-espace vectoriel des matrices symétriques (#erifiant ‘M = M) de M,,(R), GL,(R) le groupe des

matrices inversibles de M, (IR), O,(R) 'ensemble des nfatsices orthogonales de M, (R) et I, la matrice

unité d’ordre n.

Si Ay,...,Ap sont des matrices carrées, on note diag(A1, Ap) 1& matrice diagonale par blocs dont les

blocs diagonaux sont ordonnés de A; jusqu'a Ap.

Pour A € M,(R),det(A), xa

Sp(A) et E; (A) désignent respectiveriientle déterminant de A, le polyndme

caractéristique de A, le spectre réel de A et le sous-espace propre de A associé a une valeur propre A €

Sp(A).

L'espace vectoriel M, 1(IR) est muni de son produit scalaire usuel défini par

(X,Y) ='XY, pourtous vecteurs X et Y de M, 1(R),

et de la norme euclidienne associée || - ||.

Lorsque E est un R-espace vectoriel, Idg est 'endomorphisme identité de E.

On désigne par R[X] 'algebre

des polynomes a coefficients réels et pour tout entier m € IN, R,,[X] désigne

I'espace des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ot égal a m.

Partie L.

Soit A € M, (R).
Q.11 Onpose C(A) = {M €
My (R) et que si (M3, M.

M, (R), AM = MA}. Vérifier que C(A) est un sous-espace vectoriel de
2) € (C(A))? alors MiM, € C(A).

Il est clair que 0 € C(A).Soient B,C € C(A)eta € R.Ona A(aB+C) = aAB+ AC =aBA+CA =

(@B 4+ CYA.

Soient My, M, € C(A). Alors AM{M; = M1AM,; = M{M,A, et par suite M{M; € C(A).



Q.2 > Onsuppose que A = U diag(Ay, ..., Ax) U loul € GLy(R) et (Ag,...,Ay) € R".
Vérifier que pour tout P € R[X], P(A) = U diag(P(A1), - P )UL

m
Onapourk € N, A* = U diag(AL, ..., ANy UL, Soit P € R[X], tel que P(X) = 3 a X, Alors
k=0

m
Z a A = }: a U diag(A%,..., AU =U <Z ax diag (AL, . ,/\ﬁ)) i

k=0 k=0

m

m
= Udiag (Z R i e aMﬁ) U~! = Udiag (P(A1), ..., P(Ax)) U
k=0

k=0

Dans les deux questions suivantes, on se propose de démontrer le théoreme d'interpolation de Lagrange.
Soient m > letay,as,...,a, des réels deux a deux distincts.
0.3 > Montrer que l'application ¢ : Ry,—1[X] — R™, P+~ (P(a1),...,P(am)) est un isomorphisme de

R-espaces vectoriels.

1l est clair que ¢ est linéaire,

P € Ker(¢) si et seulement si ¢(P) =0, ...,0), si et seulement si P(a;) = --- = P(a,) = 0siet
seulement si le polynome P est ndl (puiSque le polyndme nul est I'unique polyndme possédant
racines distinctes et de degré inférieur a #s — 1). Donc Ker(¢) = {Og,_,x)} et ¢ est injective. Puisque

la dimension de R,,_1[X] est égale & la dimesfSion de R™, alors ¢ est un isomorphisme.

0.4 > Soient I un intervalle de R contenant ay, ..., €t fiune fonction définie sur I a valeurs réelles.
Déduire qu'il existe un unique polyndme P € Ry,_1[X|#fétifiant P(a;) = f(a;) pour tout 1 <7 < .
Le polynéme P est appelé le polynéme de R,,_1[X]intetpolateur de f aux points ay, ..., 4.
On ale m-uplet (f(a1),...,f(am)) € R™ et ¢ est un isémorphisme, donc il existe un unique po-
lynome P € Ry-1[X] vérifiant ¢(P) = (f(a1),...,f(am)),(c'e8t & dire P(a;) = f(a;) pour tout
1 el

Dans toute la suite, on note g : [O, +oo[—> R, x> \/A_’,
= {M € M,(R) diagonalisable dans M, (R) et telle que Sp(M) C [0, +oo[},
S ={M € S,(R) telle que’Sp(M) C [0, +oo[}.
Q5> B Soit Py le polyndme de Ry [X] interpolateur de go aux points 1 et 4. Vérifier que Py = —;—)X + %
» Justifier que ;7 C D;.
Py € Rq[X], donc Py(X) = aX +bavecaetbréels.Ona Py(1) = go(1) = Let Po(4) = go(4) = 2.

2

Ainsia+b———1et4a—|—b:2.D’oﬁa:%etb:é—‘

On sait que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans M;(R), donc S € D;f.

Q.6 Soit M € S, (IR). Montrer que M € S;} si et seulement si pour tout X € M,,1(R), (X, MX) >0
Supposons que (X,MX) > 0,V X € M,1(R) et soit A une valeur propre de M. Il existe
X € Myu1(R)\ {0} tel que MX = AX. Ainsi A|IX|1? = (X, MX) > 0, ce qui implique que A > 0.
Réciproquement, supposons que M € S, On sait qu'il existe une base orthonormée B =
(V4,...,Vy) de vecteurs propres de M. Notons Ay, .. ., Ay les valeurs propres (qui sont positives)

de M associées aux vecteurs propres Vi, Vi

1
Soit X € M, 1(R), alors X = Zx,V et par suite MX = El AiVi. Ainsi (X, MX) = ) x7A; > 0.




Partie II.

Définition : Soit A € D;". Notons a1, .. ., &, les éléments deux a deux distincts de Sp(A) et P le polyndme
de R;,-1[X] interpolateur de go aux points ay, ..., &p.
On définit alors, la matrice racine carrée de A, notée VA, par VA= P(A).

IL.A)

5
Q.7 1> Soit B = (
1

) . Montrer que B € D . Donner alors I'expression de VB.

Ona:
X~5 4
-1

Ainsi Sp(B) = {1,4} et B admet deux valeurs propres distinctes, ce qui implique que B € DF. Or,

Py est le polyndme interpolateur de gp aux points 1 et 4. D’out

(B+2D) :% (i —24> .

Q.8 > Soit C une matrice de M, (RR) telle que C? = 5€ — 4I,, C # 4l, et C # I,. Montrer que C € Ditet

1 2
que \/_ = §C + g[n.

Soit Q =X?>—5X+4.0naQ(C) =0etQ = (X —4)(& X]1) : scindé sur R a racines simples et par
suite C est diagonalisable dans M, (RR).

De plus, comme Q(C) = 0 alorsSp(C) C {A € R, Q(M =0} =.{1,4} C [0, +co[. Ainsi C € D;.
Sil ¢ Sp(C) alors comme C est diagonalisable, on aura C est gemblable a diag(4, ...,4) = 4I, et par

XB = =X(X-5)+4=X*-5X+4=(X-1)(X-4).

VE =Py(B) =

Q| =

suite C = 41,,, ce qui est absurde.

De méme, si 4 ¢ Sp(C) alors comme C est diagonalisable, on aura C est semblable a diag(1,...,1) =

I, et par suite C = I;, ce qui est bsurde.

On obtient que Sp(C) = {1,4}. AinsiV/C = Py(C) = %(}}. %1}1.

On considere, dans la suite, une matrice A € D;f. On choisit U € GL,(R) et A1,...,A, € R tels que
A = U diag (A, ..., Aq) UL

Q.9 &> Justifier que pour tout1 <i <n, A; > 0 et que VA=U diag <\/)T,..., \//\,,> =

{AL,..., An} =Sp(A) C [0, +o0[. Considérons A, ..., A
il existe un unique polynéme P € R,,_1[X] interpolateur de g aux points A;, ..., A;, . Ainsi, pour
124 < 5 PLA ) = golhy) = \/Z car A; € {Ai, ..., Ai,}, et d’apreés la question Q2), on a P(A) =
Udiag(P(A1),...,P(A))U™" = Udiag(v/A1, ..., VAU

les valeurs propres distinctes de A. Donc,

im

2
Q.10 > Déduire que VA € D et que (VZ) = A,

/A est semblable 4 une matrice diagonale, donc elle est diagonalisable et ses valeurs propres sont
celles de diag(\/A1, ..., v/ Ay) qui sont positives et ainsi VA e D
De plus VA~ = Udiag(v/A1 ..., A YU~ = Udiag(Ay, ..., A)U™ = A,




Q.11 1> Soit R € D;. Montrer que R? € D; et que VR = R.

SiR € D), alorsil existe g, ..., &, € R* et V € GL,(R), tel que R = V diag(ay,..., &) V~1. Donc
R? = Vdiag(a?,...,a2) V™! et R* € D;f. D’aprés la question précédente

VERZ =V diag <\/¢§\/Z%> yl=g,

Q.12 > Déduire que VA est I'unique matrice R € D; qui vérifie R? = A.

D’apres la question Q10), on a VA € D} et vérifie (VA)? = A.Soit R € D; et vérifiant R= A
Alors, d’apres la question précédente R = VR* = VA.

Q.13 1> On suppose que A € S, . Montrer que V/A est I'unique matrice R € S, vérifiant B =4,
Puisque A € S/, alors A = U diag(A4,. .. ,An) U avec U € O4(R). Ainsi

VA = Udiagld/ad). ., vV An)U et VA = Udiag(v/Ar, ..., vVAx)U = VA.

Par suite VA € S; et elle est "'uniquefMatrice de S; d’apres la question précédente.

Q.14 > Soit M € GL,(R). Montrer que "M Mh&/S; N GL4(R) et que VIM M M1 € 0,(R).
On a {('MM) = *MM, ainsi ‘MM € S,(R). Deglus, pour tout X € M, 1(R), ona

(X,'MMX) = X'MMX X)) MX = |MX]|* > 0.

Dot 'MM € SF. De plus det('MM) = (det(M))\>"0far M € GLu(R). Ceci implique que
VIMM € S, (R) d’apres la question Q13). D’autre part

(VMMM )VMMM ™! = M MMYIMMM ™ N=dM VMMV MMM ™
= M VMMM = I,

Ce qui implique que VMMM ™ € O,(R).

Q.15 > Application : On considére un sous-groupe G du groupe GL,(R) tel que O, (R) C G et soit M € G.
Montrer que VM M € G puis que ‘M € G.

I existe U € O,(R) C G tel que VIMMM ™! = U, ce qui implique que VMM = MU € G puisque

M et U € G et G est un groupe. Par suite MM = ( MM)? € Get'M = (MM)M™ € G.

IL.B)
+o0 Ak
Pour A € M,;(R), on rappelle que la matrice exponentielle de A est définie par = 1\};6 R

Dans la suite, on fixe une matrice A € D;' et on considere le systeme différentiel d'inconnue X : R —

Mn,l (IR) :

XV (1) = AX(E)
X(0) = Xo )
X'(0) =0

ott Xp € M, 1(R).




1
Q.16 > On considere la fonction définie sur R par: Yp(t) = 5 (et‘/Z + e“t‘/K)Xo. Montrer que Yj est deux fois

dérivable et qu’elle est une solution sur R du systeme (5).

On sait que pour tout M € M,(R), la fonction ¢ M est dérivable sur R et sa dérivée est
t — MetM.

, i’ A AN s ; v i
D’autre part, Yo(t) = EL(E +e YouL : My(R) = My1(R), M +— MXp qui est linéaire
donc Yy est dérivable et

Yj(t) = S L(VALE — VAA) = S (VANE - VAN,

= \/Z(et‘/Z - e‘t‘/Z)XO = -12-Ll(e“\/Z - e_t‘/z)

2

avec L1 : My(R) = My1(R), M — v AMX qui est aussi linéaire. Donc Y est deux fois dérivable

et Y§ () = FLa(VA A+ VAA) = A 40 E) . Ainsi Y = ATy

De plus Yo(0) = X, Y'(0) = 0aAinsi Yy est une solution de (S).

Soit Y : R — M, 1(R) une foriction‘deux fois dérivable et solution du systeme (5). On pose pour tout

Y(t) — Yot 0 I
teR, Z(t) = (1) = Yo ) qui apparti€ént a My, 1(R) et B = (A O) qui appartient a M, (IR).

Y'(t) = Yo(t
Q.17 > Montrer que pour t € R, Z'(t) = BZ(£Y et Z(0) = 0.

Puisque Y est une solution de (S), alors Z(0) = (;((%)) N 13,(((())))) = (XO ; XO) = <O> et Z'(t) =
) Lo

YO -%0 | _ [ YO-%0 | g0
Y -%®)  \AXH - %)

Q.18 > Déduire que Z est identiquement nulle sur R puis que Y = Yp;

Le probleme Z' = BZ et Z(0) = 0 est de Cauchy donc il adinét une unique solution qui est la
fonction Z = 0. Ainsi Y = Yj.

0.19 > Soit L la fonction définie sur R par L(t) = [ Yo(t)||*. Montrer que L est deux fois dérivable sur R et
que pour t € R, L (1) = 2( AYo(t), Yo(t) ) +2/| Y5 (1) |1
Déduire que si A € S, alors L est convexe.
L(t) = B(Yo(t), Yo(t)) ot B = (,) qui est bilinéaire donc L est dérivable et L'(t) = B(Yy(t), Yo(t)) +
B(Yo(t), Yo(t)) = 2(Yo(#), Yo(#))-
De plus, comme Yy est deux fois dérivable alors Yé est dérivable et donc L est deux fois dérivable et
LY (1) = 2(¥3(1), Ya (1)) +2(¥5 (1), Yo()) = 2[|X5(1)1* + 2(AYo(t), Yo(£)).
Si A e S;,alors L"(t) = 2 ((AYo(t), Yo(t)) + ||Yg(£)|I) > 0 d’aprés la question Q6) et ainsi L est

convexe.

I11.C)
Soit A € S;f NGLy(R) et Vo € M;1(R). On considere 'application f : My (R) — R définie, pour tout
X € My1(R), par
1
f(X) = §<X/AX> — (o, X).

Q.20 > Soit X € M, 1(R). Montrer que pour tout H € M1 (R),

LT T.TN LLX7N [ LT AN Tr N\ 1/LI AL\




Déduire que f est différentiable sur M,, 1 (R) et que sa différentielle en un point X est donnée par

Df(X)H = (H,AX - V;), VH € M,1(R).

fX+H) - f(X

Puisque A est symétrique, alors (X, AH) = (H, AX) et ainsi

) = 2(X+ H,A(X + H)) — (Vo, X + H) — (%(X,AX) - <vo,x>)

N = N =

((X, AH) + (H, AX) + (H, AH)) — (V,, H).

F(X+ H) = F(X) = (H, AX ~ Vo) + 3 (H, AH).

L'application H — (H,

différentiable et Df(X)H =/ (H, AX — Vo).

AX —l) est linéaire et ||(H,AH)|| < ||H| ||AH|| = o(H). Ainsi f est

Q.21 > Montrer que f admet un

minimam sur M, 1 (R) atteint en un point unique qu’on déterminera.

Si Xp est un point extrémum de f, alérs Xy est un point critique de f. Or Df(X) = 0 est équivalent
1
a AXo = Vp. Puisque A € S;, alors (H; AH) > 0 et parsuite f(Xo + H) — f(Xo) = §<H' AH) > 0.

Ainsi f atteint son minimum au point Xy = A7" V; qui est 'unique point critique de f.

Dans la suite, on pose S = VA

et on considére un souszéspace vectoriel F de M, 1(R).

Q.22 1> Justifier que S &€ GL,(R) et vérifier que f(X)& —;—HSX— (S | %HS_lVoHZ, pour tout

X € Mn,l (]R)

\/Zz = A, donc (det(\/;

Puisque A € S, alors v

1 o T
§||5X—5 Woll* - §||5 Wl =

1))? = det(A) > 0.
/A € S et (SX,Y) = (X, SY) pour tous'X, Y. Par suite

(ISXIP-+ 1871302 - 2(5%,5717%)) - 3151w

N = N -

(VAX, VAX) ~ (X, Vo) = 2 (X, AX) ~ (X, Vo) = (X).

Q.23 Onpose Fs = {SX, X €

F}. Montrer qu'il existe un unique élément Yy € Fy tel que

1Yo = S7M0ll* = min [[Y = 57V %

On vérifie que Fs est un s.e.v de M, 1(IR). Donc dapres le théoreme de la projection orthogonale,

le vecteur Yj qui est le projeté orthogonal de S™'V; sur Fs est 'unique élément de Fs qui vérifie
Yo —S7'Woll* = min ||Y — STV|%

Yo ol ol | oll

Q.24 > Déduire que la restriction de I'application f sur 7 admet un minimum atteint uniquement au point




X =5
11 est clair que Yp est 'unique élément de Fs qui vérifie

1Yo = S™'Wol* ~ IS o2 = g Y= SOl - ST Wl? = min [|SX — §71Vo|* — 157 Vol f?

= min f(X).

Puisque Yy € Fs est unique et S réalise une bijection de F vers Fg, alors il existe un unique X tel

que 5X; =Y, ce qui implique f(X;) = g{mg f(X) et Xj est 'unique élément réalisant ce minimum.
€

Partie III. (indépendante des sous-parties ILB et IL.C)

Soit M € M,,(R). On appelle couple de décomposition de Dunford de M, tout couple (D, N) de matrices

de M, (R) vérifiant M = D + N, D est diagonalisable dans M, (R), N est nilpotente et DN = ND.

I11.A)

Dans cette partie, on considere ine frfatrice A € M, (R). On suppose que A admet un couple (D, N) de

décomposition de Dunford et on note'ny, . .. &, les valeurs propres deux a deux distinctes de D.

Q.25 >

Q.26 >

Q.27 >

Soit A € R\ Sp(D). Montrer que det (In # (AL, — D)_IN) = 1puis que x,(A) = x, ().

Puisque D et N commutent, alors N et (AI, —@) ™! commutent. Ainsi (()\I,, - D)’1N>n = (AL, —
D)™"N" = 0, ce qui implique que (AL, —‘D)*N#@st nilpotente et elle semblable & une matrice

trigngulaire supérieure stricte. Donc (I,, — (AL & D)“lN ) est semblable & une matrice triangulaire
supérieure avec la valeur 1 sur la diagonale, d’ot1 de (I,, — (M, — D)_lN ) =1

Dautre part, x,(A) = det(Al, — D — N) = det ((Mn D) (L (AL — D)—lN)) = det(AL, —
D) det (1,1 — (AL — D)"lN) = wn(A).

Montrer alors que x, = x
X4 — Xxp est un polyndmes qui admet un nombre infini de zéros, donc il est nul et par suite y4 = xp.

Puisque D est diagonalisable, donc x4 = xp est scindé et donc A est trigonalisable.

Soit1 < i < m. Vérifier que (A — a;I,)" Z CkN” " - a,'I,,)k.
En déduire que E,, (D) C Ker ((A —a; I, )”).

N" =0, N et D — a;I, commutent, donc (A — a;I,)" = (N+ D — Z CEN" (D — a;1,)F =

N"+ Y CEN""H(D — a;1,)* Z CiN"(D — ail ).
k=1
1l est clair que E,, (D) C Ker <(D — ;i I) ) pour tout k > 1 et donc E, (D) C Ker ((A —a; In)").

m
Q.28 > Montrer que ) Ker ((A—a;I,)") est une somme directe puis que, pour tout 1<i<m,
=1




m m
- | décomposition des noyaux (P Ker ((A — a; I,)") = Ker (H(A — In)”> ‘

E. (D) = Ker ((A — a; I,)").

Les polyndmes (X — a;)1<i<m sont premiers entre eux deux a deux, donc d’apres le théoreme de

i=1 i=1

m m
Puisque D est diagonalisable, donc n = ) dimE, (D) < Y dimKer (A —a;I,)") =
i=1 i=1

nt

dim Ker <H(A —a;I,)" | < n. Ainsipour tout 1 < i < m, dimE,, (D) = dimKer ((A —a; I,)") et
i=1

par suite E,, (D) = Ker ((A — a; I,)").

On suppose que (Dj, N;) est un autre couple de décomposition de Dunford de A.

Q.29 >

Q.30

IIL.B)

Montrer que Sp(D1) = {a1,...,an} et que, pour tout 1 < i < m, Ey(D1) = Ey, (D).
[On axa = xp, = xp- Donc Sp(D) = Sp(D1). De plus, Es,(D1) = Ker ((A — a; I,)") = Ey/(D). )

Montrer alors que pour tout Xac€ M,,1(R), D1X = DX. Déduire que D; = D et N; = N.
On conclut qu'une matricefA €41, (R) admet au plus un couple de décomposition de Dunford.

Soit (V1, ..., Vy) une base de vetteurs propres de D associés aux valeurs propres Ay, ..., Ag. Puisque
Ey, (D) = E4 (D), alors DV; = Ak, =hD:1V; pour tout 1 < i < n. Ainsi D; = D et par suite
N=A-D=A-D;=Nj.

On note 7,;* = {M € M,(R) trigonalisable dans M, (RR) télle que Sp(M) C]0, +oo[}.

On considere, dans cette partie, une matrice A € 7,7*. On noté &y . ., &, les éléments deux a deux distincts
i 1

de Sp(A) et u I'endomorphisme de R" canoniquement associé & As

Q31

n
Montrer qu'il existe des entiers positifs 71, ..., 7 tels que R" = @ Ker ((# — a; Idgn)""). Justifier que
i=1

pour tout 1 < i < m1, Ker ((1 — a; Idgn)"") est stable par u.

Puisque u est trigonalisable, donc le polyndme caratéristique associé & u est scindé sur R et il est de
n

la forme x;, = [ [(X — ;)". Les polynomes (X — a;)"" étant premiers entre eux deux a deux, donc
i=1
d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton
m m

Rn = Kern(u - l}ljld]Rn)ri = @Ker ((ll — K Id]Rn)ri) ¥
i =1

Puisque u commute avec (u — a;Idgn)", donc Ker ((u — a; Idgrn)'") est stable par u.

Pour tout 1 < i < m, on pose F; = Ker ((u — a; Idg»)""), d; = dim F; et on note par u; I'endomorphisme de

F; induit par u.

0321

Justifier que, pour tout 1 < i < m, 'endomorphisme u; — &; Idp, est nilpotent.

Déduire qu'il existe U € GL,(R) telle que A = U diag (a1ly, + Ny, ..., amly, + Nu) U1 oun pour

mn




tout 1 < i < m, Nj est une matrice nilpotente de M (R).

Pour tout x € F;, (u; — ; Idg,)""(x) = 0, ainsi (1; — «; Idr,)" = O et ainsi (u; — «; Idf,) est nilpotent.
|On au; = (u; — a; Idg,) 4+ a; Idg,. On considere une base B; de F; Alors Mg (u;) = N; + a; I, avec
N; soit nilpotente. Soit B = (By,. .., By). Alors B est une base adaptée a la décomposition R" =
m

P F et Mg(u) = diag(a1ly, + Ny, ..., amly, + Np) d'ott il existe U € GL,(R) telle que A =

m
i=1

U diag (a1ly, + N1, ... ,amly, + Ny) UL

Q.33 > Montrer que A admet un unique couple de décomposition de Dunford (D, N) en donnant son ex-
pression en fonction de U. Justifier que D € D;.

A= U diag (a1, ... ,amly,) U™+ U diag (N1, ... ,Ny) U ' =D +N.

D = U diag(aq Iz, ..., &m 1g,) U~! donc D est diagonalisable dans M, (R).

Comme Nj, ..., Ny sont nilpotentes donc il existe py, ..., pm tels que N; Pi=Q pour tout 7.

On pose p = max p;. Alors N¥ = U diag(N/,....,NL)U™! = U diag(0,....,0) U™ ! =

Donc N est nilpotente. De plus,

ND = U diag(Ny, .. .., Ny) dlag(as . - ., 2m g, ) U™ = U diag(a1Ny, . .., &mNpu) U™" = DN,

D’autre part Sp(D) = {&, ..., am} &R

Pour tout k € N, on note P le polyndéme de R,,_1JX] vérifiant pour tout 1 < i < m, P(a;) = gék) (a;), ot
Qo est la fonction définie dans la partie I, géo) = g et, palur tout k € N¥, g((,k) désigne la dérivée k-eme (sur
10, +<0[) de go.
Onnote

n—1 1 =1 1 -
go(4) = L g (DN = <Z RN 1) "

ot (D, N) est le couple de décomposition de Dunford de A.

Q.34 1> Montrer que Py(D) = /D et déduire que si A est diagonalisable dans M, (IR), alors go(A) = VA.

Désormais, 'expression g (A) sera notée v A et appelée racine carrée de A.

| Puisque Sp D) ={ay,...,an} CR" et P est le polynéme interpolateur de go aux points a1, . . ., &,
alors Py(D) = VD D d’apres la partie II. Puisque A est diagonalisable et la décomposition de Dunford
est unique, alors A=D+ NavecD = Aet N =0.Donc go(A) = Py(D) = vD = VA.

Q.35 > Montrer que pour tous k > 2etx > 0,ona

k

Ty

(k=)
]-___O]' k ] )go ( ) 0

v
On a (g0.90)(x) = x. Pour k > 2, on a (g0.g0)® (x) = 0. Or (g0.g0)® (x) = Zc,ﬂgé (x )gék M),
=0

d’ot1 le résultat.




k

X T

Q.36 > Déduire que, pour tout k > 2, [
j=0

1

T P;(D) P_j(D) = 0 et vérifier que 2 Py(D) P1(D) = .

Notons A4, ...,

et P(D) = U diag (g()(/\l), gl

1
AUt =u dlag(z\/A_l,...,

An les valeurs propres de D comptées avec leurs ordres de multiplicités.

k 1 I 1 -
;)WPJ(D)Pk—j(D) (/;)WP]PA-]) (D)
[ L 1 -
= U diag <i g(j)(/\l)g( D(Aq), ... Zk: L g )(/\.11)8 - )(/\n) =B
jzoj!(k ])' 0 0 ' ,j=oj!(k—j)' g e
Py(D) = U diag (\//\— \//\_,1) u-?

1
2/ An

Jut

Donc Py(D)Py(D) = U

1
=I.

diag <%, shi

1 -1 _
5)” =

2

Q.37 > Montrer que, pour tout

k). &N P(D) N =

N/ Py (D) puis établir que (\/Z)2 sy

P d’apres la premiere question.

=85

(' ¥ Pz‘(D)P,-(D)j N*

OnaD € C(N),donc D' € C(N/) pofitrtout i € N et par suite P(D) € C(N7) pour tout polyndme

n-1 il \\# =l A, )
(g0(A))?2 = PkD'N"- = Y5 B(DIN ‘Py(D) N
8 k' il
i,j=0
n—1 14 i+ 20 —2 : "
=3 -ﬂ,—'P,»(D)P(D)N IR Pi(D)P;(D) | N
=0 ] =0’ | 0<ij<n
i+j=R

k=0 O<1]<n

i+j=k

Orpour0 < k <n—1,{(ij), telque0 < i,j < m i+j= k} = {(i,k—1i), 0 < i<k} Alors
LT 1 :
(g0(A))? = (Po(D))* + (Py(D) Py(D) + P1(D) Po(D)) N + Z Z}— = Pj(D)PkAj(D)> Nk =
D+ N =A.
n—1
Q.38 > Montrer que < Z ]1‘ P(D ) est un couple de décomposition de Dunford de VA.

n—

décomposition de Dunford de VA.

1

VD € D;f donc diagonalisable et Z o Py(D) N¥ est nilpotente et ils commutent, donc c’est une de
k=1""

Q.39 > Déduire que VA € T,

D’autre part \,/—A—2 = A € GL,(R)

Xz = Xyp- Donc /A est trigonalisable et Sp(v/A) = Sp(VD) C

0,4,

donc VA € GL,(R) et par suite 0 ¢ Sp(VA).

Exemples :




Q.40 > Soit M € M, (R) une matrice nilpotente et A > 0. Justifier que AL, + M € 7,7* et montrer que

VAL + i kl (A) M-,

D’apres 'unicité de la décomposition, VAL +M =

Al +M = D+ Navec D = A, qui est diagonalisable et N = M qui est nilpotente donc Al + M
est trigonalisable et Sp(AL, + M) = Sp(Al,) = {A}.

n—1
};} %Pk(/\ln) MF* otr Py est le polynome de

Ro[X] tel que P (A) = gék) (A) donc Py = gék)(}\) et par suite P(AL,) = g(()k) (M) L.
n—1 1
Alors /AL + M = k}; Eg’g)(/\) MF.
111
041> Soit A= |0 1 1|.Vérifieque A € T, et donner la matrice VA.
001
011 0 01
OnaA=L+NavecN= |0 0.1 #Un calcul simple donne N*= | 0 0 0 et N* = 0.
000 000
1 L2
; 1 2 4
Donc VA = go(1)I + go(IN + 586 (1)N* = I, N——N =lo1 3
0 0 1
* Fin de I"épreuve *




